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ΦΤΙΚΗ  Γ ΛΤΚΕΙΟΤ 

ΑΚΗΗ  ΣΑ  ΣΡΕΥΟΝΣΑ  ΚΤΜΑΣΑ 

H  άθξε  Ο,  κηαο  ρνξδήο,  αξρίδεη  ηελ t=0,  λα  ηαιαληώλεηαη  ζύκθσλα  κε  

ηελ  εμίζσζε:  yo= 0,2εκσt (SI),  θαη  θαηά  κήθνο  ηεο  ρνξδήο  δηαδίδεηαη  

αξκνληθό  θύκα,  πξνο  ηελ  ζεηηθή  θαηεύζπλζε  ηνπ  άμνλα   ρρ΄.   Τν ζεκείν 

Κ, απέρεη από ηελ πεγή O,  απόζηαζε  ρ=3m, θαη  είλαη  ην  2
ν
  θαηά  ζεηξά 

ζεκείν κε ην  νπνίν  ε  πεγή  βξίζθεηαη ζε  αληίζεζε  θάζεο.   Τελ  ρξνληθή 

ζηηγκή  t = ,
4

7
s  ην  ζεκείν  Κ,  βξίζθεηαη  γηα  πξώηε   θνξά  ζηελ  ζέζε   

y=+0,2m. 

α) Να  γξαθεί  ε  θπκαηνζπλάξηεζε 

β) Να  βξεζνύλ  πόζα  ζεκεία    βξίζθνληαη  ζε  ζπκθσλία  θάζεο  κε  ηελ  

πεγή  ηελ  t=3,5s. 

γ) Τε ρξνληθή ζηηγκή t=3,5s, βξείηε πόζα  ζεκεία ηεο ρνξδήο  βξίζθνληαη  

ζηελ  ζέζε   ηζνξξνπίαο   ηνπο  (ελώ  έρνπλ κπεη ζε ηαιάλησζε). 

δ) Kάζε θνξά πνπ  ην Ο,  βξίζθεηαη  ζηελ  ζέζε  yo= -Α =-0,2m,  λα  βξείηε  

ηελ   απνκάθξπλζε  yS,   θαη   ηελ  θνξά   θίλεζεο  ηνπ  ζεκείνπ    S   ζηελ  

ζέζε  ρS =3,5 m 

ε) Να  θαηαζθεπάζεηε ην ζηηγκηόηππν ηνπ θύκαηνο ηελ t=1,125s. 

                                                  Λύζη 

α) Σε  αληίζεζε  θάζεο  βξίζθνληαη  ηα  ζεκεία  πνπ  απέρνπλ απόζηαζε: 

Δτ=(2k+1)
2


, όπνπ  k=0,1,2,...   

Τν  Κ,  βξίζθεηαη  ζε  αληίζεζε  θάζεο  κε  ηελ  πεγή   Ο (ρ=0) ,  θαη  είλαη   ην  

δεύηεξν  θαηά  ζεηξά  ζεκείν  πνπ  ζπκβαίλεη  απηό,  άξα  k=1.                                

                                          Άξα  Δρ = ρ =  3
2


= 3m,   άξα   λ=2m. 

Τελ  ρξνληθή  ζηηγκή  t=7/4s,    ην  Κ,   βξίζθεηαη  γηα  πξώηε  θνξά  ζηελ  

ζέζε  y =+A.   Απηό  ζεκαίλεη  όηη  ζηνλ   ρξόλν  απηό: 

   ☻ην  θύκα  έρεη  ηαμηδεύζεη  κέρξη ην  Κ   ( t1 = ρΚ/π) 

    ☻ην  Κ   έρεη  ηαιαλησζεί   γηα  ρξόλν  t2= T/4   (όπνπ  Τ: ε  πεξίνδνο) 

Άξα  t =  t1 + t2 = 
44/4
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   (SI),  από  

όπνπ:    Σ=1s. 

                 Tελικά:     y = Aεκ( )2(2,0)
22





 t

T

t
  (SI) 

β) π = 





f   = 2m/s 

Τελ  t=3,5s,  ην  θύκα  έρεη  δηαδνζεί  κέρξη  ηελ  ζέζε: ρmax=πt = 7m 
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Σε  ζπκθσλία  θάζεο  κε  Ο (ρ=0) ,  βξίζθνληαη  ηα  ζεκεία  γηα  ηα  νπνία  

ηζρύεη:          Δτ = τ = kλ = 2k   ( σ: m,    k=1,2,3,…) 

   Όμωρ :  0< ρ ≤ 7m.      Άπα  0 < 2k  ≤  7   ή  0 < k ≤ 3,5    

                 Άπα: k = 1, 2, 3    :     ύνολο  3   ζημεία  

 

γ) Η εμίζσζε  ηνπ  θύκαηνο   θαηά  κήθνο   ηεο  ρνξδήο  είλαη: 

                            
          

)2(2,0   ty

   (SI) 

    Tην  t=3,5s:   y = 0,2 εκ(7π – πρ)  (SI) 

Για   y=0:  0=0,2 εκ(7π – πρ)  ή   εκ(7π-πρ) =0    ή   7π-πρ= kπ   ή 

                                                                                      ρ=7-k   (SI) 

Όμωρ    0≤  ρ  ≤7    ή   0 ≤ 7-k≤ 7    ή    -7 ≤ -k ≤ 0    ή   7≥ k≥ 0 

ή    k=0 , 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7:   ύνολο  8   ζημεία 

 

δ)  H  εμίζσζε   ηνπ  θύκαηνο   κπνξεί  λα  γξαθεί  θαη  σο  εμήο: 

                           y = A εκθ     (  θ:  ε  θάζε  ηνπ  θύκαηνο) 

Άξα  γηα    ην  Ο:  yo = A εκθν 

                   Θέησ  yo= -A:   -Α = Α εκθν   ή  εκθν=-1   ή 

                                                                   

)
2

3
2(


 

 
Η  Διαθορά  θάζης   Ο    θαη     S,  είλαη :  

           
2

722
,










  





 

SS

      (  θS <  θο) 

Απηό   ζεκαίλεη  όηη  όπνηε  ε  θάζε  ηνπ  Ο   είλαη  θν= (2θπ+3π/2),  ε  θάζε  

ηνπ  S,  ζα    είλαη  θS  =  θν – 7π/2= 2θπ +3π/2-7π/2= 2θπ -2π 

☻Γηα  ηελ   απομάκπςνση  ηνπ  S:   

                                                yS= Α εκθs= Α εκ(2θπ-2π)= Αεκ0 = 0 

☻Γηα  ηελ  τασύτητα  ηνπ  S:    

            VS = σA ζπλθS = σΑζπλ(2θπ-2π)=σΑζπλ0 =σΑ > 0 

Άξα   θάζε  θνξά  πνπ  ην  Ο  βξίζθεηαη  ζην  -Α,    ην  S,    βξίζθεηαη  ζηελ  

Θέζε  ηζνξξνπίαο  ηνπ  θαη  θηλείηαη  θαηά  ηελ  ζεηηθή  θνξά. 

                β΄ τπόπορ: 

Καηαζθεπάδσ  έλα   ηκήκα  ηνπ  ζηηγκηνηύπνπ,  κηα  ρξνληθή  ζηηγκή  πνπ  ην  

Ο   είλαη  ζηελ  ζέζε  y=-A.   Λακβάλνληαο ππ΄όςε  όηη  ι/4 = 0,25m,   θαη   

ρS= 1,75m,   ηνπνζεηώ  ζην  ζηηγκηόηππν  ην  S. 
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   y                          π 

                                            S 

   Ο                                                         x 

 

         0,25            1              1,75 (m) 

ε)  Την  t=1,125s:  y= 0,2 εκ(2,25π – πρ) (SI), 

       ρmax= π t = 2,25m    άξα   
0≤  ρ  ≤ 2,25m   

 

τ 0 0,25 0,75 1,25 1,75 2,25 

y 0,1 2  0 -0,2 0 0,2 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Παραηήρηζη: 

Τα   εξσηήκαηα  (β)  θαη  (γ),  ζα   κπνξνύζακε  λα  ηα  απαληήζνπκε  θαη  

κε  ηελ  βνήζεηα  ηνπ  ζηιγμιοηύποσ  ηνπ  θύκαηνο  ηελ  t=3,5s: 

y = 0,2 εκ(7π – πρ)  (SI)   κε   0≤  ρ  ≤7m    

τ(m) 0 0,5 (ι/4) ….. 7 

y(m) 0 0,2 ….. 0 

y
  

 

 

 

 

 

               1λ 

                   

                     2λ 

                                         3λ 

  7   χ(m) 

t=3,5s 

              Y (m) 

      0,2 

 0,1 2  

                  0,25            0,75              1,25                1,75            2,25 χ(m) 

 

 

   -0,2 

t =1,125s 

Από ην ζηηγκηόηππν  είλαη 

πξνθαλέο   όηη: 

Αλ   yo = - A 

            ηόηε: 

yS= 0     και  VS > 0 
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      Aπό  ην  ζηηγκηόηππν θαίλεηαη  όηη: 

☻ Υπάξρνπλ  3  ζεκεία  (καύξεο ηειείεο),  πνπ  βξίζθνληαη  ζε   

ζπκθσλία  θάζεο   κε  ηελ  πεγή 

☻ Υπάξρνπλ  ζπλνιηθά   8  ζεκεία  πνπ  βξίζθνληαη  ηελ  ζηηγκή  απηή  

ζηηο  ζέζεηο  ηζνξξνπίαο   ηνπο  (y=0) 
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AΚΗΗ   ΣΑ   ΣΑΙΜΑ  ΚΤΜΑΣΑ 

Kαηά  κήθνο  ηελησκέλεο  ρνξδήο   έρεη  ζρεκαηηζζεί  ζηάζηκν  θύκα  κε  

εμίζσζε:    
T

tx
AY









22
2  .     

Η  ρνξδή εθηείλεηαη  θαηά  κήθνο  ηνπ  άμνλα  x΄Ox, ελώ  ηα  άθξα  ηεο  x=
4

5
   

θαη  x=
4

5
  είλαη  αθιόλεηα  ζηεξεσκέλα.   

Σην  κέζνλ  ηεο  Ο(x=0),   ζρεκαηίδεηαη  θνηιία. 

α) Να θαηαζθεπάζεηε ην ζηηγκηόηππν ηνπ θύκαηνο ηε  ρξνληθή  ζηηγκή  t=
8

5T
. 

Σην  ζηηγκηόηππν   λα  θαίλεηαη  ε   θνξά   θίλεζεο  ησλ  θνηιηώλ. 

β) Να  θάλεηε  ηηο  γξαθηθέο   παξαζηάζεηο   ηεο  θάζεο  ησλ  ζεκείσλ Σ(ρ=
8


) 

θαη   Μ (ρ=
8

5
)   ζε  ζπλάξηεζε  κε  ηνλ  ρξόλν  ζε  θνηλό δηάγξακκα 

γ) Να  θάλεηε  ηελ  γξαθηθή  παξάζηαζε  ηεο  θάζεο  ηνπ  ζηαζίκνπ    θύκαηνο   

ζε   ζπλάξηεζε  κε  ην  x,  ηελ  ρξνληθή  ζηηγκή  t =
8

5T
 

                                                    Λύζη: 

α) Τελ t=
8

5T : 
4

52
2)

8

52
(

2
2

















x
A

T

T

x
AY  

                       = )
2

2
(

2
2 




    ή  






x
A

2
2   

 

x       -5λ/4       -4λ/4      ............         0           ..........       4λ/4          +5λ/4 

 

Y      0           -Α 2                          -Α 2                    -Α 2           0        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                           Τ 

                                                          

                                                                                                                           

-5λ/4                                               0                                               5λ/4 

                                                                                                               x 

2A  
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Για  την  κοιλία  στο  Ο(σ=0):   Υν= 2
 
A εκ



t2
  θαη  Vν= 2

 
Aσ  ζπλ



t2
  

Την  t=5T/8:   Vν= 2
 
Aσ  ζπλ 0

4

5
2)

8

52
( 










 

Τν  Ο  θηλείηαη  πξνο  ηα  θάησ  απνκαθξπλόκελν  από  ηελ  ζέζε  ηζνξξνπίαο  

ηνπ.  Είλαη  γλσζηό  όηη  ζην  ζηάζηκν  θύκα  όια  ηα  ζεκεία  απνκαθξύλνληαη  

ηαπηόρξνλα  ( ή  πιεζηάδνπλ)   ηελ  ζέζε  ηζνξξνπίαο. 

Με  απηό  ην  ζθεπηηθό,  ζρεδηάδσ  ζην  ζηηγκηόηππν  ηελ  θνξά  θίλεζεο ησλ  

θνηιηώλ. 

 

β)Από  ηελ  εμίζσζε  ηνπ   ζηαζίκνπ     γηα   ρ = ι/8  θαη  ρ = 5ι/8: 

             
T

t

T

t
AY












2
2

28/2
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θαη        )
2

(2
2

2
28/52

2 












 

T

t
A

T

t

T

t
AY

M
 

Άπα: 

     
T

t


2



     θαη   


 


T

t2
 

Για  t=0:    υΣ = 0   

         και    υΜ= π 

 

Για  t=T:   υΣ= 2π 

         και    υΜ =3π 

 

 

γ)  Την  t =
8

5T
:   

4

52
2)

8

52
(

2
2















 




T

x
AY  

    ☻  Αν  σςν 0
2




x  :      

                           
4

52
2







 

x   θαη  ε   θάζε  είλαη:  
4

5
   

     

     ☻Αν  σςν 0
2




x  :                                       

                    
4

92
2)

4

5
(

2
2

4

52
2























 

xx  

                                θαη  ε   θάζε  είλαη:  
4

9
   

          θ 

                                      (Μ) 

    3π                                                                                      

    2π                         () 

       

                                       

                                                        t 

      

                             T 

π 
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Για  το  σημείο  Ο (σ=0):   ζπλ 0
2




x    άξα   θν =
4

5
 

Είλαη  γλσζηό  όηη  ηα  ζεκεία  κεηαμύ  δύν  δηαδνρηθώλ  δεζκώλ  έρνπλ  

ίδηα  θάζε,  ελώ  ηα  ζεκεία  εθαηέξσζελ  ελόο  δεζκνύ  έρνπλ δηαθνξά  

θάζεο   π.        

Με  ηελ  βνήζεηα  ηεο  παξαπάλσ  πξόηαζεο   θαη   ηνπ  ζηηγκηνηύπνπ  

θάλσ  ηελ  γξαθηθή   παξάζηαζε  ηεο  θάζεο  ηνπ  ζηαζίκνπ  ζε  

ζπλάξηεζε  κε  ην  ρ,  ηελ  t=5Σ/8 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                       θ                                       

                                                9π/4 

                                                5π/4 

 

-5λ/4        -   3λ/4            -λ/4              λ/4         3λ/4            5λ/4 

 

                                                        Υ 

 

                                                                                                                χ 
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ΑΚΗΗ  ΣΗΝ  ΜΗΥΑΝΙΚΗ  ΣΩΝ  ΡΕΤΣΩΝ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

β)  Θεσξώ  κία  ζηνηρεηώδε  κάδα  λεξνύ  dm,  ε  νπνία  εμεξρόκελε  από  

ην  ζεκείν  Κ,  κε  ηαρύηεηα  πΚ,   εθηειεί  νξηδόληηα  βνιή: 

 

Εξισώσειρ  οπιζόντιαρ βολήρ: 

σΥ = σΚ = ζηαθ. (3) 

τ=σκ t                 (4) 

σΤ=gt                 (5) 

Πνζόηεηα λεξνύ είλαη απνζεθεπκέλε ζε αλνηθηό θπιηλδξηθό δνρείν.  

Τν ύςνο ηνπ λεξνύ ζην δνρείν είλαη  Η.  Τν δνρείν έρεη κηθξή ηξύπα  (Κ), ζην 

πιεπξηθό ηνπ ηνίρσκα θαη ζε απόζηαζε   h1    από  ην   έδαθνο.  

Να ππνινγίζεηε: 

α)Τελ ηαρύηεηα σΚ κε ηελ νπνία εθξέεη  ην λεξό από ηελ ηξύπα. 

β)  Πόζν απέρεη (S 1),  από ην δνρείν ην ζεκείν ηνπ δαπέδνπ ζην νπνίν θηάλεη ε 

θιέβα ηνπ λεξνύ.  

γ) Σε πνην ύςνο  h2  από ηε βάζε ηνπ δνρείνπ πξέπεη λα αλνηρηεί δεύηεξε ηξύπα 

ζην πιεπξηθό ηνίρσκα ώζηε ε θιέβα ηνπ λεξνύ πνπ ζα βγαίλεη από απηή λα 

πέθηεη ζην ίδην ζεκείν κε ηελ πξνεγνύκελε. 

δ) Σε πνην ύςνο   h,  από ηε βάζε ηνπ θπιίλδξνπ πξέπεη λα αλνίμνπκε ηξύπα 

ώζηε ε θιέβα ηνπ λεξνύ λα θηάλεη ζην δάπεδν ζηε κεγαιύηεξε δπλαηή 

απόζηαζε από ην δνρείν. 

Θεσξήζηε  γλσζηά  ηα:  Η,  h1  θαη   g,  αγλνείζηε ηελ αληίζηαζε ηνπ αέξα 

θαη  ζεσξήζηε  όηη  ε  ζηάζκε  θαηεβαίλεη   αξθεηά   αξγά 

                                                              Λύση 
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         Υ 

α) Εθαξκόδσ  ηνλ  λόκν  ηνπ  Bernoulli 

  γηα  ηα  ζεκεία  Ε   θαη  Κ: 

ghpgHp KE   

22

2

1

2

1
 (1) 

όπνπ:   

       pE = pK = pατμ 

        πΕ 0 ( ε ζηάζκε θαηεβαίλεη πνιύ αξγά) 

   

                

 

 

(1): 1

22

2

1

2

1
ghpgHp KE    από  όπου:  )h2g(Hυ 1Κ     (2)             

                                                                           

K            υΚ             χ 

 

Υ 

               S 

y 

 

Aπό (6),  γηα  y = h1:   
g

h
t 12


 

 Aπό (4):    S1 =ςΚ tπτ       ή 

g

h
hHgS 1

1

2
(2        ή 

   
2

111 hΗh2S   

     S 

h 
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γ)  Έζησ  h2  ην  ύςνο   ζην νπνίν  ζα  έπξεπε  λα  αλνηρζεί  ε  δεύηεξε  

ηξύπα  Κ΄.  Τόηε   όκνηα   κε  ην   (β)   εξώηεκα,  ην  βειελεθέο  ζα  είλαη: 

                       
2

222 hΗh2S   

Πξέπεη  λα  ηζρύεη:   S1 = S2   ή  2

22

2

11 22 hHhhh    ή 

0)( 2

112

2

2

2

22

2

11  hHhHhhhHhhh  

       Διακπίνοςσα:  2

1

2

11

22

11

2 )2(44)(14 hHhHhHhHhH   

     άπα:   1
1

2
2

2
hH

hHH
h 


        και     1

1
2

2

2
h

hHH
h 


  

επομένωρ     h2 =  Η-h1 

 

 

δ)  Έζησ   h,  ην  δεηνύκελν   ύςνο.   

H  ηαρύηεηα  εμόδνπ  από  ην  ζεκείν  Κ,  ζα   είλαη:   )(2 hHg     

Από  ηελ  (4)  θαη  ηελ (6),  πξνθύπηεη ε εμίζσζε ηξνρηάο: 

(4): t=ρ/πθ   άξα:    (6): 2

2

2

2

22

1










 g
ygy  

Γηα   y=h,    τ=S       θαη    )(2 hHg     πξνθύπηεη: 








22

22

44
44)(4

hHhS
h

S
h

hHg

gS
h  

 

044 22
 SHhh    (7) 

 

Γηα  λα  έρεη  ιύζεηο  ε   (7),  πξέπεη:  

 

Δ≥0  SSS 01616 22

  

Στην  (7)    γηα  S = SΜΑΦ =H:       044 22  HHhh  

                                                          01616 22  HH    θαη                                   

                                                            28

04 HH
h 


  

 

( ηο μέγιζηο δσναηό 

βεληνεκές) 

y=
1

2
gt2             (6)     

(6) 
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